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A projekt sora´n mego˝rze´si transzforma´cio´k szerkezete´nek a le´ıra´sa´val fog-
lalkoztunk elso˝sorban kvantumstruktu´ra´kon.
Mego˝rze´si transzforma´cio´kkal kapcsolatos ke´rde´sek a matematika legto¨bb
teru¨lete´n elo˝fordulnak. Ennek oka az, hogy az ilyen leke´peze´sek mindig bi-
zonyos struktu´ra´k izomorfizmusainak (illetve a´ltala´nosabban csak morfizmu-
sainak) tekintheto˝k, s az ezekre vonatkozo´ vizsga´latok minden teru¨leten a
fontos proble´ma´k ko¨ze´ tartoznak.
Jelen kutata´saink sikeresse´ge´nek bizony´ıte´kake´nt ku¨lo¨n is eml´ıtju¨k, hogy
a projekt vezeto˝je ezen ido˝ alatt ve´dte meg MTA doktori e´rtekeze´se´t [4], me-
lyet a b´ıra´lo´k o¨szto¨nze´se´re benyu´jtott a Springer Kiado´hoz, amit az ko¨zle´sre
elfogadott e´s 2006 ve´ge´n megjelentetett a Lecture Notes in Mathematics c.
sorozata´ban [10].
A kutata´s sora´n tekintett struktu´ra´k a ko¨vetkezo˝k voltak: a kvan-
tuma´llapotok halmaza, az obszerva´bilisek tere, e´s az effektek halmaza.
A kvantummechanika Neumann Ja´nosto´l sza´rmazo´ Hilbert-teres le´ıra´sa´ban
az ezen objektumoknak megfelelo˝ opera´toregyu¨ttesek rendre a ko¨vetkezo˝k:
a pozit´ıv egyse´gnyi nyomu´ opera´torok halmaza, a H Hilbert-te´r korla´tos
linea´ris opera´torai B(H) algebra´ja (illetve a´ltala´nosabban egy C∗-algebra)
o¨nadjunga´lt elemei alkotta te´r, valamint a B(H) (illetve a´ltala´nosabban egy
C∗-algebra) azon pozit´ıv elemeinek halmaza melyek az egyse´gopera´torna´l
kisebb-egyenlo˝ek.
A projekt alatt kapott eredme´nyek a jelente´s re´sze´t ke´pezo˝ ko¨zleme´ny-
jegyze´kben (la´sd nyomtata´si ne´zet) szereplo˝ko¨n tu´l az ala´bbi megjelene´s il-
letve b´ıra´lat alatt a´llo´ dolgozatokban keru¨lnek ko¨zle´sre:
[17] L. Molna´r, Linear maps on matrices preserving commutativity up to a
factor, Linear Multilinear Algebra, megjelene´s alatt.
[18] L. Molna´r, Maps on the n-dimensional subspaces of a Hilbert space pre-
serving principal angles, Proc. Amer. Math. Soc., megjelene´s alatt.
[19] L. Molna´r, Maps on states preserving the relative entropy, J. Math.
Phys., megjelene´s alatt.
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[20] L. Molna´r, Maps preserving the geometric mean of positive operators,
Proc. Amer. Math. Soc., b´ıra´lat alatt.
Tova´bbi ke´t, az MTA-n tartott elo˝ada´s ı´ra´sos anyaga, melyek az
Akade´mia ”Ko¨zgyu˝le´si Elo˝ada´sok” c. sorozata´ban va´rnak megjelene´sre:
[21] L. Molna´r, A kvantuma´llapotok halmaza´nak transzforma´cio´iro´l.
[22] L. Molna´r, Az o¨nadjunga´lt opera´torok tere´nek transzforma´cio´iro´l.
Az ala´bbiakban ro¨viden ismertetju¨k a kutata´s sora´n ve´gzett vizsga´latokat
e´s a nyert eredme´nyeket. Az egyes dolgozatokra a ko¨zleme´nyjegyze´kben il-
letve annak fenti kiege´sz´ıte´se´ben szereplo˝ sorsza´mokon keresztu¨l to¨rte´nik hi-
vatkoza´s.
A´llapotok halmaza:
A tiszta a´llapotok tere a´tmeneti valo´sz´ınu˝se´get mego˝rzo˝ transzforma´cio´i-
nak szerkezete´re vonatkozo´, Wigner-to˝l sza´rmazo´ klasszikus eredme´ny kiter-
jeszte´seivel kapcsolatos vizsga´lataink imma´r 10 e´ves mu´ltra tekintenek vissza.
Ezen a teru¨leten a projekt sora´n a ko¨vetkezo˝ eredme´nyek szu¨lettek:
- Gyo˝ry Ma´te´ a [2] dolgozatban egy u´jabb elemi bizony´ıta´st adott Wigner
eredeti te´tele´re.
- Wigner te´tele egydimenzio´s objektumok (projekcio´k illetve alterek)
ko¨zo¨tti bizonyos numerikus mennyise´get (a szorzat nyoma illetve a szo¨g)
mego˝rzo˝ transzforma´cio´k le´ıra´sa´ra vonatkozik. Egy 2001-ben a Comm.
Math. Phys.-ben megjelent cikku¨nkben megadtuk Wigner te´tele´nek egy
magasabb (fix) dimenzio´s alterek ko¨zo¨tti transzforma´cio´kra vonatkozo´ ki-
terjeszte´se´t. Ezen cikku¨nkben azonban a felhaszna´lt eszko¨zo¨kkel nem tudtuk
ta´rgyalni azt az esetet, amikor a te´r 2n-dimenzio´s, a tekintett alterek pe-
dig n-dimenzio´sak (n > 1). Megfogalmaztunk viszont egy sejte´st, melyet
ve´gu¨l a [18] dolgozatunkban sikeru¨lt igazolnunk. Nevezetesen, bizony´ıta´st
nyert, hogy a fenti ko¨ru¨lme´nyek ko¨zo¨tt tetszo˝leges olyan transzforma´cio´ az
n-dimenzio´s alterek halmaza´ro´l o¨nmaga´ba, ami mego˝rzi az u´n. fo˝szo¨geket
(principal angles) vagy M 7→ U(M), vagy pedig M 7→ U(M⊥) alakban a´ll
elo˝ valamely U unite´r vagy antiunite´r opera´torral.
- Ehhez a proble´mako¨rho¨z kapcsolo´dik Gyo˝ry Ma´te´ [1] cikke, ami-
ben le´ırta egy adott Hilbert-te´r ro¨gz´ıtett (ve´ges) dimenzio´s altereinek hal-
maza´n e´rtelmezett bijekt´ıv, az ortogonalita´st mindke´t ira´nyban mego˝rzo˝
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transzforma´cio´inak szerkezete´t (egy dimenzio´ra vonatkozo´ felte´tel teljesu¨le´se
esete´n). Ezzel Wigner te´tele´nek Uhlhorn-t´ıpusu´ kiterjeszte´se´t kapta maga-
sabb dimenzio´s alterekre vonatkozo´an.
- A relat´ıv entro´pia fogalma a kvantum-informa´cio´elme´let ko¨zponti fo-
galma. Jo´l ismert te´ny ezen mennyise´g unite´r-invariancia´ja: tetszo˝leges U
unite´r vagy antiunite´r opera´tor esete´n a ρ 7→ UρU∗ leke´peze´s mego˝rzi a
relat´ıv entro´pia mennyise´ge´t. A [19] dolgozatunkban megmutattuk, hogy
ezen a´ll´ıta´s ford´ıtottja is igaz, azaz az a´llapotok tere´nek minden olyan bi-
jekt´ıv transzforma´cio´ja, ami mego˝rzi a relat´ıv entro´pia´t, a fenti alakban a´ll
elo˝. Ta´gabb e´rtelemben ez az eredme´ny is Wigner-t´ıpusu´ te´telnek tekintheto˝,
ugyanis az a´llapotok tere´nek a relat´ıv entro´pia mennyise´ge´re vonatkozo´ szim-
metria´i szerkezete´t ı´rja le.
- A [11] dolgozatunkban meghata´roztuk az a´llapotok halmaza´nak a kon-
kurrencia´t, illetve Θ-fidelita´st mego˝rzo˝ transzforma´cio´it, illetve a sza´mos
alkalmaza´sban elo˝fordulo´, to¨bbek ko¨zo¨tt az Uhlmann-Jozsa-fe´le fidelita´s-
fogalomban is szereplo˝ (ρ, σ) 7→√√ρσ√ρ mu˝veletet mego˝rzo˝ leke´peze´seket.
Obszerva´bilisek tere:
Ba´r az obszerva´bilisek tere linea´ris te´r, ennek olyan transzforma´cio´it
vizsga´ltuk, melyekro˝l nem te´teleztu¨k fel a linearita´st. A ma´trixelme´leti il-
letve opera´torelme´leti mego˝rze´si proble´ma´kkal kapcsolatos kutata´sok ilyen
jellegu˝, nemlinea´ris proble´ma´kra valo´ kiterjede´se´ben saja´t e´s P. Sˇemrl-lel
ko¨zo¨s vizsga´lataink jelento˝s szerepet ja´tszottak.
- Az obszerva´bilisek ko¨zo¨tt az egyik alapveto˝ rela´cio´ a kommuta´la´s vagy
felcsere´lheto˝se´g (amit a fizika´ban kompatibilita´snak neveznek). A [6] dolgo-
zatunkban jellemeztu¨k az obszerva´bilisek tere´nek azon nemlinea´ris bijekcio´it,
amik mindke´t ira´nyban mego˝rzik ezt a rela´cio´t. Kideru¨lt, hogy szepara´bilis
Hilbert-te´r (dimH ≥ 3) esete´n minden ilyen transzforma´cio´ A 7→ UfA(A)U∗
alaku´, ahol U egy fix unite´r vagy antiunite´r opera´tor, fA pedig az A-to´l fu¨ggo˝
korla´tos valo´s Borel-fu¨ggve´ny A spektruma´n.
- A [8] dolgozatunkban a kvantummechanikai rejtett va´ltozo´k (hidden
variables) proble´ma´ja´val kapcsolatos, alapveto˝ jelento˝se´gu˝ Kochen-Specker
te´tel egy a´ltala´nos´ıta´sa´val foglalkoztunk. Nevezetesen, olyan funkciona´lokat
vizsga´ltunk, melyek az o¨nadjunga´lt ma´trixok halmaza´n e´rtelmezettek e´s mul-
tiplikat´ıvak a felcsere´lheto˝ ma´trixokon. Ta´rgyala´sukhoz szu¨kse´gu¨nk volt ezen
funkciona´loknak a pozit´ıv definit valamint a pozit´ıv szemidefinit ma´trixok
halmaza´n valo´ vizsga´lata´ra is. A folytonos esetben sikeru¨lt a ke´rde´ses funk-
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ciona´lokat teljesen le´ırni. A megolda´shoz vezeto˝ u´ton a determina´ns u´j jel-
lemze´seit kaptuk a fent eml´ıtett halmazokon.
- Az (A,B) 7→ ABA u´n. Jordan triple-szorzat fontos szerepet ja´tszik a
gyu˝ru˝elme´letben e´s az opera´toralgebra´k elme´lete´ben is. Nem utolso´ sorban a
[8] cikku¨nkben kapott eredme´nyek a´ltal motiva´lva a [7] dolgozatunkban meg-
hata´roztuk az ezen mu˝veletre vonatkozo´ automorfizmusait egy Hilbert-te´r
pozit´ıv inverta´lhato´ opera´torai, pozit´ıv opera´torai, o¨nadjunga´lt inverta´lhato´
opera´torai, illetve o¨nadjunga´lt opera´torai alkotta struktu´ra´knak a ve´ges il-
letve a ve´gtelen dimenzio´s esetben egyara´nt. Bela´ttuk pe´lda´ul, hogy az o¨nad-
junga´lt inverta´lhato´ opera´torokon 3 ≤ dimH <∞ esete´n minden folytonos,
Jordan triple-szorzatot mego˝rzo˝ bijekcio´
A 7→ τ(A)| detA|cUAU∗ vagy A 7→ τ(A)| detA|cUA−1U∗
alakba ı´rhato´, ahol τ egy ±1 e´rte´keket felvevo˝ folytonos skala´rfu¨ggve´ny, c
alkalmas valo´s sza´m, U pedig egy unite´r vagy antiunite´r opera´tor. A [9]
dolgozatunkban ezen eredme´nyek egy re´sze´t sikeru¨lt kiterjeszteni a B(H)
opera´toralgebra´ro´l a Neumann-algebra´k jo´val a´ltala´nosabb katego´ria´ja´ra.
- A J. Math. Phys. folyo´iratban egy 2001-ben megjelent cikku¨nk-
ben le´ırtuk az obszerva´bilisek halmaza´nak az o¨nadjunga´lt opera´torok ko¨zo¨tt
szoka´sos rendeze´sre vonatkozo´ rendeze´s-automorfizmusait. Ilyen ira´nyu´
vizsga´latainkat folytatva, a [12] dolgozatban le´ırtuk az obszerva´bilisekkel
kapcsolatban nemre´giben definia´lt u´n. Gudder-rendeze´sre vonatkozo´ auto-
morfizmusokat, illetve (amit enne´l sokkal jelento˝sebb eredme´nynek tartunk)
a [15] cikku¨nkben meghata´roztuk az effektek illetve az obszerva´bilisek hal-
maza´nak a spektra´lis rendeze´st mego˝rzo˝ bijekcio´it (la´sd me´g ala´bb).
- Ve´gezetu¨l megeml´ıtju¨k [14] dolgozatunkat, melyben teljes le´ıra´sa´t ad-
tuk az u´n. 1-hosszu´sa´gu´ (nemlinea´ris) Jordan elemi opera´toroknak az
o¨nadjunga´lt opera´torok halmaza´n. A ke´rde´ses elemi opera´tor fogalmat
a M. Bresˇar-to´l e´s P. Sˇemrl-to˝l sza´rmazo´ absztrakt e´rtelemben e´rtju¨k,
azaz ilyen opera´toron egy olyan (M,M∗) transzforma´cio´-pa´rt (ami ’a pri-
ori’ nem linea´ris) e´rtu¨nk az o¨nadjunga´lt opera´torok halmaza´n, melyre
M(AM∗(B)A) =M(A)BM(A) e´sM∗(BM(A)B) =M∗(B)AM∗(B) teljesu¨l
minden A,B o¨nadjunga´lt opera´tor esete´n.
Effektek halmaza:
- Az effektekkel kapcsolatos legfontosabb eredme´nyu¨nk az ezek halmaza
spektra´lis rendeze´st mego˝rzo˝ bijekcio´inak le´ıra´sa.
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Ha A,B o¨nadjunga´lt opera´torok EA, EB spektra´lme´rte´kekkel az R Borel
halmazain, akkor azt mondjuk, hogy A kisebb-egyenlo˝ mint B a spektra´lis
rendeze´sre ne´zve, ha EA(−∞, t] ≥ EB(−∞, t] teljesu¨l minden t ∈ R esete´n
(itt ≤ a szoka´sos rendeze´s a projekcio´k ko¨zo¨tt). A spektra´lis rendeze´s fo-
galma´t Olson vezette be 1971-ben. Kadison egy nevezetes 1951-es te´tele
szerint az o¨nadjunga´lt opera´torokon a szoka´sos rendeze´s ha´lo´elme´leti szem-
pontbo´l igen furcsa´n viselkedik: azzal egy u´n. anti-ha´lo´t alkot. Olson meg-
mutatta, hogy a spektra´lis rendeze´s viszont egy felte´telesen teljes ha´lo´va´ teszi
ugyanezt a halmazt. Ezen tulajdonsa´ga e´s fizikai tartalma miatt a spektra´lis
rendeze´st az uto´bbi e´vekben kvantummechanikai szempontbo´l is vizsga´lja´k
mind az obszerva´bilisek mind pedig az effektek halmaza´n. A Hilbert-te´r ef-
fektek ezen rendeze´st mego˝rzo˝ transzforma´cio´it sikeru¨lt a [15] dolgozatban
le´ırnunk az ala´bbiak szerint. A ve´gtelen dimenzio´s esetben az effektek hal-
maza´nak minden olyan bijekcio´ja, ami mindke´t ira´nyban mego˝rzi a spektra´lis
rendeze´st
A 7−→ lim
n
U(Tf(A)nT )1/nU∗
alaku´, ahol U unite´r vagy antiunite´r opera´tor, T inverta´lhato´ pozit´ıv kont-
rakcio´, f : [0, 1]→ [0, 1] pedig egy szigoru´an monoton bijekcio´.
- A [16] dolgozatunkban egy kora´bbi, a faktor Neumann-algebra´k effektje-
inek halmaza´n a kevere´ket mego˝rzo˝ leke´peze´sekre vonatkozo´ eredme´nyu¨nket
terjesztettu¨nk ki tetszo˝leges Neumann-algebra´k esete´re. Ez azon φ transz-
forma´cio´k le´ıra´sa´t jelenti az effektek halmaza´n, melyekre az teljesu¨l, hogy
tetszo˝leges E,F,G effektek esete´n E pontosan akkor konvex kombina´cio´ja
az F,G-nek ha φ(E) konvex kombina´cio´ja az φ(F ), φ(G)-nek (terme´szetesen
esetleg ma´s kombina´lo´ te´nyezo˝kkel). Eredme´nyu¨nk szerint minden ilyen
transzforma´cio´ az alapul vett algebra´k ko¨zo¨tti algebra ∗-izomorfizmusbo´l e´s
∗-antiizomorfizmusbo´l sza´rmaztathato´ bizonyos mo´don.
- Ve´gezetu¨l, a [3] dolgozatunkban a Hilbert-te´r effektek halmaza
olyan transzforma´cio´inak szerkezete´t ı´rtuk le, melyek bizonyos numeri-
kus mennyise´geket (ezek az ero˝-fu¨ggve´nnyel, az opera´tor norma´ban vett
ta´volsa´ggal, illetve a szekvencia´lis szorzat norma´ja´val kapcsolatosak) o˝riznek
meg. Kideru¨lt, hogy minden esetben a tekintett transzforma´cio´k unite´r vagy
antiunite´r opera´tor a´ltal implementa´ltak.
Tova´bbi eredme´nyek:
- A kvantummechanika matematikai le´ıra´sa´ban alapveto˝ fontossa´gu´
Gleason-te´tel ta´rgyala´sa´ban le´nyeges szerepet ja´tszanak az u´n. frame
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fu¨ggve´nyek. Ezek tere´n ele´g terme´szetes mo´don definia´lhato´ egy ta´volsa´g-
fogalom. A [13] dolgozatunkban le´ırtuk az ı´gy keletkezo˝ metrikus te´r izomet-
ria´inak szerkezete´t.
- Egy, a J. Funct. Anal.-ban 1998-ban megjelent cikku¨nkben megmu-
tattuk, hogy a B(H) szuszpenzio´ja automorfizmus- e´s izometria-csoportja
algebrailag reflex´ıv. A szo´banforgo´ cikk b´ıra´lo´ja´nak felvete´se´vel motiva´lva az
[5] dolgozatban Gyo˝ry Ma´te´ karakteriza´lta ezen izometria-csoport topologi-
kus reflex´ıv leza´rtja´nak elemeit.
- A ma´trixok kommuta´la´sa´nak fontos rela´cio´ja mellett nevezetes kapcso-
lat a kva´zi-kommuta´la´s vagy ma´s elneveze´ssel ’egy faktor ereje´ig valo´ kom-
muta´la´s’ (AB e´s BA egy nemze´rus skala´r szorzo´ban te´rnek el egyma´sto´l). En-
nek a rela´cio´nak le´nyeges fizikai alkalmaza´sai is vannak. A [17] dolgozatunk-
ban meghata´roztuk a teljes ma´trixalgebra illetve az o¨nadjunga´lt ma´trixok
tere´nek azon linea´ris bijekcio´it, melyek mego˝rzik a ma´trixok ko¨zo¨tti ezen
rela´cio´t.
- Az opera´torelme´letben igen fontos szerepet to¨lt be a pozit´ıv opera´torok
ko¨zo¨tti Ando-to´l sza´rmazo´ geometriai ko¨ze´p fogalom, aminek jelento˝s al-
kalmaza´sai vannak a kvantum-informa´cio´elme´letben is. A [20] cikku¨nkben
meghata´roztuk a pozit´ıv opera´torok halmaza´nak azon bijekcio´it, amik au-
tomorfizmusok ezen mu˝veletre ne´zve. Bizony´ıta´st nyert, hogy (dimH > 1
esete´n) minden, a geometriai ko¨zepet mego˝rzo˝ bijekt´ıv transzforma´cio´ elo˝a´ll
A 7→ SAS∗ alakban, ahol S inverta´lhato´ linea´ris vagy konjuga´lt-linea´ris bi-
jekcio´ az alapte´ren.
- Megjegyezzu¨k me´g, hogy a Ke´rchy La´szlo´ illetve Sze´kelyhidi La´szlo´
Akade´miai Dı´ja´nak kapcsa´n rendezett ke´t tudoma´nyos u¨le´sen elo˝ada´st tar-
tottunk a kvantuma´llapotok illetve obszerva´bilisek tere´nek transzforma´cio´ira
vonatkozo´ vizsga´latainkro´l e´s a kapott eredme´nyekro˝l. Az elo˝ada´sok ı´rott
va´ltozata az MTA Ko¨zgyu˝le´si Elo˝ada´sok c. sorozata´ban va´r megjelene´sre
[21,22].
A kutata´s sora´n ele´rt eredme´nyeinkro˝l to¨bb mint 20 elo˝ada´st tartottunk
nemzetko¨zi konferencia´kon illetve ku¨l- e´s belfo¨ldi egyetemek szemina´riumain.
Molna´r Lajos
egyetemi tana´r, MTA doktora
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